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1. Введение
В статье рассматриваются несколько моделей, допускающих разделение переменных на
следующей алгебраической кривой рода 4:
Φ(ξ, Y ) = s6Y
6 + l(ξ)Y 4 + k(ξ)Y 2 − S(ξ) = 0, (1.1)
где
s6 =
δ6
6!
SV I(ξ), k(ξ) = δ
2
10
S′′(ξ) + 4(αξ2 + e2ξ + e1), l(ξ) =
δ4
4!
SIV (ξ)− δ2
2
k′′(ξ). (1.2)
Здесь α, δ, e1, e2 — параметры, S — произвольный многочлен шестой степени. Если δ = 0, то
кривая является гиперэллиптической рода 3.
Класс кривых (1.1) с δ 6= 0 может быть описан следующим образом. Пусть P (η, ξ) = 0 —
произвольная кубика. В общем случае, как известно, эта кривая имеет род 1, т.е. является эл-
липтической. Тогда кривая (1.1) является накрытием над кубикой, заданным формулой η = ξ 2 −
− δ2Y 2. При этом, корни S задают точки ветвления этого накрытия.
В разделах 2,3 мы рассматриваем гамильтониан
H = ap21 + cp
2
2 + dp1 + ep2 + f, (1.3)
где
a = −4s2S(s1)
s1 − s2 , c =
4s1S(s2)
s1 − s2 , d = −s1
J
s1 − s2 , e = −s2
J
s1 − s2 ,
f = δ
2
40
s2S
′′(s1)− s1S′′(s2)
s1 − s2 −
δ2
4
s2S
′(s1) + s1S
′(s2)
(s1 − s2)2
+ 3δ
2
4
s2S(s1)− s1S(s2)
(s1 − s2)3
+ αs1s2, (1.4)
и
J = 2δ
√
S(s1)
√
S(s2)
s1 − s2 .
Легко проверить, что H коммутирует с функцией
K = Ap21 + Cp
2
2 + Dp1 + Ep2 + F, (1.5)
где
A =
4S(s1)
s1 − s2 , C = −
4S(s2)
s1 − s2 , D =
J
s1 − s2 , E =
J
s1 − s2 ,
F = δ
2
40
S′′(s2)− S′′(s1)
s1 − s2 +
δ2
4
S′(s1) + S
′(s2)
(s1 − s2)2
+ 3δ
2
4
S(s2)− S(s1)
(s1 − s2)3
− α(s1 + s2), (1.6)
относительно стандартной скобки Пуассона {pα, sβ} = δαβ . Если δ = 0, то линейные по мо-
ментам члены в гамильтонианах H и K пропадают и они принадлежат классу Штеккелевых га-
мильтонианов. В этом случае s1, s2 — переменные разделения. Соответствующее преобразова-
ние Абеля на гиперэллиптической кривой 3 имеет вид
ds1√
T (s1)
+
ds2√
T (s2)
= dt,
s1ds1√
T (s1)
+
s2ds2√
T (s2)
= 0.
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Здесь
T (s) = 16S(s) (αs2 + e2s + e1),
а постоянные e1 и e2 — значения интегралов H и K, соответственно.
Основным результатом статьи является явная формула для действия в случае δ 6= 0, завися-
щая от двух параметров. Мы находим ее напрямую из уравнения Гамильтона-Якоби. Дифферен-
цируя функцию действия по параметрам, мы находим соответствующие абелевы дифференциа-
лы ωi. В результате, мы получаем стандартные формулы Абеля
2∑
k=1
ωl(ξk) = δk,l dt, l = 1, 2, 3.
Поскольку наша модель двумерна, имеется одна связь между нашими переменными разделе-
ния ξi. А именно, оказывается, что проекции переменных ξi на эллиптическую базу накрытия
лежат на одной прямой.
Хотя функция действия не является полностью разделенной и в ней присутствует дополни-
тельный член, отражающий наличие связи, на уровне абелевых дифференциалов мы имеем пол-
ное разделение переменных. По нашему мнению, именно это является правильным обобщением
стандартного разделения переменных на случай негиперэллиптических кривых.
Наш подход никак не использует схему построения разделения переменных, связанную с
существованием представления Лакса [22, 20, 24]. Более того, для общей модели (1.3) представ-
ление Лакса неизвестно.
В разделах 4-5 мы находим функцию действия для волчка Клебша и so(4)-волчка Шоттки–
Манакова (см. [23, 10, 19, 4, 25, 3, 12, 8, 7, 5, 17, 6] и ссылки в этих работах) Для этих моделей
мы указываем переменные s1, s2, в которых волчки и их интегралы движения становятся частным
случаем пары (1.3), (1.5). Многочлен S в этих случаях имеет степень 3 и 4, а соответствующая
алгебраическая кривая — род 3.
Для волчков Клебша и Шоттки–Манакова представление Лакса хорошо известно. В част-
ности, для волчка Клебша характеристическая кривая для 3 × 3-оператора Лакса, найденно-
го А. Переломовым [6], совпадает с нашей. Однако, насколько нам известно, до нашей работы
разделение переменных и функция действия, связанные с этой кривой, не были известны. Тоже
относится и к оператору Манакова [4] и его характеристической кривой.
Переход от s1, s2 к исходным физическим переменным волчков нетривиален. В частности,
имеются проблемы, связанные с тем, что формулы перехода являются комплексными. Эти во-
просы должны быть отдельно изучены для каждой из моделей.
Частный случай S = const также представляет интерес. Соответствующая неоднородная
система гидродинамического типа (2.7) совпадает с уравнением Гиббонса–Царева [15]. Наши
общие формулы приводят к семейству эллиптических решений для этого уравнения (см. раз-
дел 7).
2. Уравнения движения
Уравнения Гамильтона, соответствующие (1.3) и (1.5), имеют вид
ds1
dt
= 2ap1 + d,
ds2
dt
= 2cp2 + e. (2.1)
и
ds1
dτ
= 2Ap1 + D,
ds2
dτ
= 2Cp2 + E. (2.2)
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Находя моменты p1, p2 из (2.1) и подставляя их в соотношения H = e1 и K = e2, получаем
(s1 − s2)[s1 s˙1
2
S(s1)
− s2 s˙2
2
S(s2)
] + 16(e1 − f)s1s2 + 4δ
2
(s1 − s2)3
(s32 S(s1)− s31 S(s2)) = 0 (2.3)
и
(s1 − s2)s1s2
(
s˙1
2
S(s1)
− s˙2
2
S(s2)
)
− 4δ
√
S(s1)S(s2)
(
s21
s˙1
S(s1)
+ s22
s˙2
S(s2)
)
+ (2.4)
16s1s2((e1−f)(s1+s2)+(e2−F )s1s2)− 4δ
2
(s1 − s2)3
(
s32 S(s1)(s1 − 2s2)− s31 S(s2)(s2 − 2s1)
)
= 0,
где f и F определены формулами (1.4), (1.6).
Одной из основных технических задач является переписывание этой системы в компактной
форме. Непосредственно исключение, скажем, s˙2 приводит к малоприятному уравнению четвер-
той степени относительно s˙1.
Предложение 1. Пусть (u, v) — произвольное решение системы:
L(s2)u
2 − 2L(s1)v −M(s2, s1) = 0, L(s1)v2 − 2L(s2)u−M(s1, s2) = 0, (2.5)
где
M(x, y) = 3L(y) + L′(y)(x− y) + k(y)(x− y)2, L(x) = δ2S(x).
Тогда производные
s˙1 = −J s2 u + s1s1 − s2 , s˙2 = −J
s1 v + s2
s1 − s2 (2.6)
удовлетворяют системе (2.3), (2.4).
Исключение переменных p1, p2 из (2.1), (2.2) приводит к неоднородной системе гидродина-
мического типа
(s1)t + s2(s1)τ = −J, (s2)t + s1(s2)τ = J. (2.7)
Из этой формулы и из (2.6) следует
(s1)τ = J
u + 1
s1 − s2 , (s2)τ = J
v + 1
s1 − s2 . (2.8)
Кроме того, мы находим из (2.1), (2.6), что
p1 =
J u
8S(s1)
, p2 = − J v
8S(s2)
. (2.9)
Следующая параметризация решений системы (2.5) является первым шагом к разделению
переменных.
Предложение 2. Пусть z1, z2, z3 — решения уравнения
z6L(s2)
2 − L(s2)M(s2, s1)z4 + M(s1, s2)L(s1)z2 − L(s1)2 = 0, (2.10)
такие, что
L(x)
L(y)
= z1z2z3,
M(y, x)
L(y)
= z21 + z
2
2 + z
2
3 ,
M(x, y)
L(x)
= 1
z2
1
+ 1
z2
2
+ 1
z2
3
.
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Тогда
(u1, v1) = (z1 + z2 + z3,
1
z1
+ 1z2
+ 1z3
), (u2, v2) = (z1 − z2 − z3, 1z1 −
1
z2
− 1z3 ),
(u3, v3) = (z2 − z1 − z3, 1z2 −
1
z1
− 1z3 ), (u4, v4) = (z3 − z1 − z2,
1
z3
− 1z1 −
1
z2
)
(2.11)
— решения системы (2.5).
3. Разделение переменных
Для того, чтобы разделить переменные в случае δ 6= 0, мы находим функцию действия
S˜(s1, s2) в явном виде.
Рассмотрим систему уравнений
Φ(ξ, Y ) = 0, Y 2 = 1
δ2
(ξ − s1)(ξ − s2),
где многочлен Φ(ξ, Y ) задан формулой (1.1). Легко проверить, что если мы подставим в пер-
вое из уравнений выражение для Y 2 из второго уравнения, тогда старшие степени ξ сократятся
и уравнение для ξ окажется кубическим. Обозначим через ξi(s1, s2), i = 1, 2, 3 корни этого
уравнения.
Теорема. Функция (ср. с [22])
S˜(s1, s2, e1, e2) =
1
4
3∑
n=1

δ arctanh ξn −
1
2
(s1 + s2)
δ Y (ξn)
−
ξn∫
dξ
Y (ξ)

 (3.1)
удовлетворяет уравнению Гамильтона-Якоби
H
(
∂S˜
∂s1
, ∂S˜
∂s2
, s1, s2
)
= e1, K
(
∂S˜
∂s1
, ∂S˜
∂s2
, s1, s2
)
= e2,
где функции H(p1, p2, s1, s2) и K(p1, p2, s1, s2) определены формулами (1.3)–(1.5).
Доказательство.
Из (2.9) следует, что частные производные действия S˜ имеют вид:
∂S˜
∂s1
= J u
8S(s1)
,
∂S˜
∂s2
= − J v
8S(s2)
. (3.2)
Согласно Лемме Якоби, эта пара уравнений совместна. Условие совместности
S(s2)
∂
∂s2
(Ju) + S(s1)
∂
∂s1
(Jv) = 0
следует из тождеств
(L′(y) + Mx(x, y)) (x− y) + 6L(y)− 2M(x, y) = 0,
(x− y) (My(x, y) + Mx(y, x)) + 4(M(x, y) −M(y, x)) = 0,
(3.3)
которые легко проверить непосредственно.
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Рассмотрим дополнительный гамильтониан вида (ср. с формулой (2.10))
H˜ = p31L(s1) + p
2
1p2M(s2, s1) + p1p
2
2M(s1, s2) + p
3
2L(s2). (3.4)
Нетрудно проверить, что {H˜, K˜} = 0, где
K˜ = −(s1 − s2)2p1p2.
Легко видеть, что если {pi, sj} = δij , то скобки Пуассона между функциями
a0 = p1 + p2, a1 = s1p1 + s2p2, a2 = s
2
1p1 + s
2
2p2 (3.5)
задаются формулами
{a0, a1} = a0, {a0, a2} = 2a1, {a1, a2} = a2. (3.6)
Выражение Q = a2
1
− a0a2 является функцией Казимира для линейных sl(2)-скобок (3.6). Ока-
зывается, что функция K˜, переписанная в переменных (3.5), совпадает с Q. Гамильтониан H˜
также может быть выражен только через переменные (3.5):
H˜ = a30L
(
a1
a0
)
− δ2(αa2 + e2a1 + e1a0) + δ
4
4
a2
1
a0
.
Из этой формулы видно, что переменная
ξ =
a1
a0
=
p1s1 + p2s2
p1 + p2
должна играть ключевую роль в описании свойств многочленов (2.10), (3.4), поскольку имен-
но она является аргументом многочлена L. Предположим, что H˜(p1, p2) = 0; тогда решение z
уравнения (2.10) может быть выражено через ξ формулой
z =
√
s2 − ξ
s1 − ξ
√
S(s1)
S(s2)
. (3.7)
Уравнение (2.10) кубично по ξ. Оно может быть переписано в виде (1.1), где
Y 2
def
= 1
δ2
(ξ − s1)(ξ − s2). (3.8)
Наша задача состоит в том, чтобы найти решение системы (3.2) явно. Согласно форму-
лам (2.11), для этого достаточно решить систему уравнений
∂σ
∂s1
= J
8S(s1)
z = δ
4(s1 − s2)
√
s2 − ξ
s1 − ξ ,
∂σ
∂s2
= − J
8S(s2)
1
z = −
δ
4(s1 − s2)
√
s1 − ξ
s2 − ξ .
(3.9)
Здесь z(s1, s2) — произвольный корень уравнения (2.10) и ξ — соответствующее (см. (3.7)) зна-
чение ξ(s1, s2). Искомая функция действия S˜ получается, как сумма трех решений (3.9), соот-
ветствующих трем ветвям функции ξ(s1, s2).
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Сначала мы находим функцию σ0 такую, что (3.9) выполняется при условии, что ξ — пара-
метр, не зависящий от s1, s2. Нетрудно видеть, что
σ0(ξ, s1, s2) =
1
4
δ arctanh
ξ − 1
2
(s1 + s2)√
(ξ − s1)(ξ − s2)
Теперь, принимая во внимание формулу
∂
∂ξ
σ0 =
1
4
1√
(ξ − s1)(ξ − s2)
и заменяя
√
(ξ − s1)(ξ − s2) на Y δ, мы получаем выражение (3.1) для функции действия.
Дифференцируя действие по параметрам ei и принимая во внимание, что
∂S˜
∂e1
= t + c1,
∂S˜
∂e2
= c2,
мы окончательно получаем
dt =
3∑
n=1
ω1(ξn), 0 =
3∑
n=1
ω2(ξn). (3.10)
Здесь ω1, ω2 - элементы базиса
ω1(ξ) =
dξ
Z
, ω2(ξ) =
ξ dξ
Z
, ω3(ξ) =
(ξ2 − δ2Y 2)dξ
Z
, ω4(ξ) =
Y dξ
Z
(3.11)
голоморфных дифференциалов на кривой Φ(ξ, Y ) = 0. В формуле (3.11) мы используем обозна-
чение Z
def
= ∂Φ
∂Y
.
Дифференциал ω4 играет особую роль. В переменных (ξ, η), где
η = ξ2 − δ2Y 2, (3.12)
кривая (1.1) превращается в следующую кубику:
s6η
3+s5η
2ξ+1
5
s4η(η+4ξ
2)+1
5
s3ξ(η+2ξ
2)+1
5
s2(η+4ξ
2)+s1ξ+s0+
4
δ2
(η−ξ2)(αη+e2ξ+e1) = 0.
(3.13)
Голоморфный дифференциал на эллиптической кривой (3.13) переходит в ω4 при преобразова-
нии (3.12).
Из (3.8) следует, что функции Y (ξi) связаны между собой соотношением
1
δ2
=
Y 2(ξ1)
(ξ1 − ξ2)(ξ1 − ξ3)
+
Y 2(ξ2)
(ξ2 − ξ3)(ξ2 − ξ1)
+
Y 2(ξ3)
(ξ3 − ξ1)(ξ3 − ξ2)
. (3.14)
Условие (3.14) переписывается в переменных (ξ, η) как
η1(ξ2 − ξ3) + η2(ξ3 − ξ1) + η3(ξ1 − ξ2) = 0.
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Эта формула означает, что точки (ξi, ηi) принадлежат пересечению эллиптической кривой (3.13)
и прямой η = ξ(s1 + s2)− s1s2.
Таким образом, мы имеем три условия (3.10), (3.14) для определения трех функций ξi(t).
Наличие связи (3.14) позволяет определить из формулы (3.8) две функции s1(t), s2(t), удовле-
творяющие уравнениям движения (2.3),(2.4), исходя из трех функций ξ1(t), ξ2(t), ξ3(t). Отметим,
что как эти функции, так и сами уравнения движения определяются исключительно в терминах
кривой (1.1).
Одним из результатов этой статьи является следующее
ЗАМЕЧАНИЕ 1. Существует следующее обобщение интегрируемой пары (1.3), (1.5):
H =
[h(s2)U1 − h(s1)U2] + h(s1)a(s2)− h(s2)a(s1)
h(s2)k(s1)− h(s1)k(s2)
,
K =
[k(s2)U1 − k(s1)U2] + k(s1)a(s2)− k(s2)a(s1)
h(s2)k(s1)− h(s1)k(s2)
,
(3.15)
где
U1 = u(p1, p2, s1, s2) ≡ S(s1)p21 + δ
√
S(s1)S(s2)
(s1 − s2)
p2 − δ
2
40
S′′(s1) +
δ2
4
S′(s1)
(s1 − s2)
− 3δ2
4
S(s1)
(s1 − s2)2
,
и U2 = u(p2, p1, s2, s1). Здесь S(x) - произвольный многочлен степени 6, δ - параметр,
h(x) = h2x
2 + h1x + h0, k(x) = k2x
2 + k1x + k0, a(x) = a2x
2 + a1x + a0
произвольные квадратичные многочлены такие, что h(x) 6= const k(x). Нетрудно проверить, что функции
(3.15) коммутируют относительно стандартных скобок Пуассона. Пара (1.3),(1.5) получается из (3.15)
при h(x) = 1, k(x) = x. Было бы интересно обобщить конструкцию из разделов 2,3 на общий случай.
4. Волчок Шоттки-Манакова
Хорошо известно (см., например, [3]), что гамильтониан
H = ( ~S1, A ~S1) + 2( ~S1, B ~S2) + ( ~S2, A ~S2),
где A = diag(a1, a2, a3), B = diag(b1, b2, b3), коммутирует с некоторым квадратичным многочле-
ном K того же вида относительно спиновых скобок Пуассона
{Sαi , Sβj } = κ εαβγSγi δij (4.1)
тогда и только тогда, когда
b21(a2 − a3) + b22(a3 − a1) + b23(a1 − a2) + (a1 − a2)(a2 − a3)(a3 − a1) = 0. (4.2)
Здесь εαβγ — полностью кососимметрический тензор, κ 6= 0 - параметр.
Поскольку H и K могут быть заменены произвольными линейными комбинациями H, K и
функций Казимира
J1 = (~S1, ~S1), J2 = (~S2, ~S2)
скобок (4.1), интеграл K может быть приведен к виду [17]
K = 2( ~S1, Cˆ ~S2), C = diag(α1, α2, α3).
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Без ограничения общности матрицы A и B, определяющие гамильтониан H, могут быть выбраны
следующим образом:
A = diag(−α21,−α22,−α23), B = diag(α2α3 + λα1, α3α1 + λα2, α1α2 + λα3).
Произвольный параметр λ соответствует сдвигу H на λK.
Редукция к стандартным скобкам. Фиксируем значения функций Казимира: ( ~Sk, ~Sk) =
= j2k . Тогда формулы
~Sk = pk ~K(qk) +
jk
2
~K ′(qk), где ~K(q) = ((q
2 − 1), i(q2 + 1), 2q), (4.3)
задают преобразование, связывающее симплектический лист пуассонова многообразия с коор-
динатами ~S1, ~S2 и скобками (4.1), где κ = −2i, и многообразие с координатами p1, p2, q1, q2 и
каноническими скобками Пуассона {pα, qβ} = δαβ . В результате многочлены H и K переходят в
H = p21r(q1) +
j1
2
p1 r
′(q1) +
j2
1
12
r′′(q1) + p
2
2r(q2) +
j2
2
p2 r
′(q2) +
j2
2
12
r′′(q2)+
2
(
p1 +
j1
2
∂
∂q1
)(
p2 +
j2
2
∂
∂q2
)
Z(q1, q2),
(4.4)
и
K = 2
(
p1 +
j1
2
∂
∂q1
)(
p2 +
j2
2
∂
∂q2
)
W (q1, q2), (4.5)
где
r(x)
def
= ( ~K(x), A ~K(x)) = −α21(x2 − 1)2 + α2(x2 + 1)2 − 4α3x2,
Z(x, y)
def
= ( ~K(x), B ~K(y)) =
= (α2α3 + λα1)(x
2 − 1)(y2 − 1)− (α3α1 + λα2)(x2 + 1)(y2 + 1) + 4(α1α2 + λα3)xy,
(4.6)
W (x, y)
def
= ( ~K(x), C ~K(y)) = α1(x
2 − 1)(y2 − 1)− α2(x2 + 1)(y2 + 1) + 4α3xy. (4.7)
Нетрудно проверить, что
Z2(x, y)− r(x)r(y) = W (x, y)W¯ (x, y), (4.8)
где W¯ — некоторый многочлен, квадратичный по каждой из переменных.
ЗАМЕЧАНИЕ 2. Отметим, что более общий гамильтониан
H =
∑
ij,µ,ν
S
µ
i S
ν
j c
ij
µν , i, j = 1, . . . , N, µ, ν = x, y, z,
описывающий взаимодействие N спинов, может быть сведен к
H =
∑
ij
gijpipj +
∑
i
aipi + v,
где
gij =
∑
µ,ν
Kµ(xi)Kν(xj)cijµν ,
ai =
∑
k
jk
∂gik
∂xk
− 1
2
ji
∂gii
∂xi
,
v = 1
4
∑
ik
jijk
∂2gik
∂xi∂xk
− 1
6
∑
k
j2k
∂2gkk
∂xk∂xk
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аналогичным преобразованием
~Sk = pk ~K(x
k) +
jk
2
~K ′(xk), k = 1, . . . , N.
В терминах координат и скоростей лагранжиан и энергия такой модели имеют вид
L = 1
4
∑
ij
gij(x˙
i − ai)(x˙j − aj)− v, E = 1
4
∑
ij
gij(x˙
ix˙j − aiaj) + v,
где
∑
j
gijg
jk = δki .
Дополнительный интеграл вида
K =
∑
ij
Gijpipj +
∑
i
Aipi + V
существует если и только если
∑
k
∂Gij
∂xk
gkl − ∂g
ij
∂xk
Gkl = 0,
∑
k
ak
∂Gij
∂xk
− 2 ∂ai
∂xk
Gkj −Ak ∂g
ij
∂xk
+ 2∂A
i
∂xk
gkj = 0,
∑
k
ak
∂Ai
∂xk
−Ak ∂ai
∂xk
+ 2gik ∂V
∂xk
− 2Gik ∂v
∂xk
= 0,
∑
k
ak
∂V
∂xk
−Ak ∂v
∂xk
= 0.
Диагонализация квадратичной части гамильтониана. После преобразования (4.3) функ-
ции H и K приняли вид
H = ap21 + 2bp1p2 + cp
2
2 + dp1 + ep2 + f, (4.9)
K = Ap21 + 2Bp1p2 + Cp
2
2 + Dp1 + Ep2 + F, (4.10)
где коэффициенты — некоторые (в нашем случае рациональные) функции переменных q1, q2.
Общие формулы, связанные с парой коммутирующих гамильтонианов, квадратичных по мо-
ментам, и некоторые примеры могут быть найдены в [11, 14, 13, 21].
Класс гамильтонианов (4.9) инвариантен относительно канонических преобразований ви-
да
p1 = k1pˆ1 + k2pˆ2 + k3, p2 = k¯1pˆ1 + k¯2pˆ2 + k¯3, q1 = φ, q2 = φ¯,
где ki, k¯i, φ, φ¯ — некоторые функции от qˆ1, qˆ2. Легко видеть, что функции k1, k2, k¯1, k¯2 единствен-
ным образом определяются через φ, φ¯ из условий {pα, qβ} = δαβ:
k1 =
∂φ¯
∂qˆ2
W−1, k2 = − ∂φ¯
∂qˆ1
W−1, k¯1 = − ∂φ
∂qˆ2
W−1, k¯2 =
∂φ
∂qˆ1
,
где
W =
∂φ¯
∂qˆ2
∂φ
∂qˆ1
− ∂φ¯
∂qˆ1
∂φ
∂qˆ2
.
С помощью канонических преобразований можно диагонализовать квадратичные части H
и K. Тот факт, что коэффициент при of pˆ1pˆ2 в преобразованном гамильтониане (4.9) равен нулю,
означает, что
a(φ, φ¯)
∂φ¯
∂qˆ1
∂φ¯
∂qˆ2
+ c(φ, φ¯)
∂φ
∂qˆ1
∂φ
∂qˆ2
= b(φ, φ¯)
(
∂φ¯
∂qˆ2
∂φ
∂qˆ1
+
∂φ¯
∂qˆ1
∂φ
∂qˆ2
)
. (4.11)
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Аналогично, условие
A(φ, φ¯)
∂φ¯
∂qˆ1
∂φ¯
∂qˆ2
+ C(φ, φ¯)
∂φ
∂qˆ1
∂φ
∂qˆ2
= B(φ, φ¯)
(
∂φ¯
∂qˆ2
∂φ
∂qˆ1
+
∂φ¯
∂qˆ1
∂φ
∂qˆ2
)
(4.12)
гарантирует равенство нулю коэффициента при pˆ1pˆ2 в преобразованном интеграле (4.10). Су-
ществование решения φ, φ¯ системы (4.11), (4.12) очевидно. Укажем явный вид функций φ, φ¯ для
пары (4.4), (4.5).
Определим «переменные Ковалевской» s1(q1, q2) и s2(q1, q2) как корни квадратного урав-
нения
W (q1, q2) s
2 + 2Z(q1, q2) s + W¯ (q1, q2) = 0,
где W и Z заданы формулами (4.7), (4.6), а многочлен W¯ находится из (4.8).
Предложение 3. В переменных s1, s2 функции (4.4), (4.5) имеют вид (1.3)-(1.5), где
многочлены S и R определены формулами
S(x) = −(x+λ−α1−α2−α3)(x+λ+α1 +α2−α3)(x+λ+α1−α2 +α3)(x+λ−α1 +α2 +α3)
и
α = 1
4
(
δ2
5
− ν2
)
, δ = j1 − j2, ν = j1 + j2.
Значения h и k интегралов H и K (4.4), (4.5) связаны с постоянными e1, e2 из формулы (1.2)
посредством соотношений
h = e1 +
1
12
αS′′(0), k = e2 +
1
12
αS′′′(0).
Таким образом, общая схема из раздела 3 применима к волчку Шоттки–Манакова. Из-за
комплексности преобразования (4.3), вещественные значения исходных переменных ~S1, ~S2 не
соответствуют вещественным s1, s2. Проблема восстановления вещественных ~S1, ~S2 будет рас-
смотрена отдельно.
5. Волчок Клебша
Волчок Клебша задается гамильтонианом
H = 1
2
(J21 + J
2
2 + J
2
3 ) +
1
2
(λ1x
2
1 + λ2x
2
2 + λ3x
2
3),
который коммутирует относительно e(3)-скобок Пуассона
{Ji, Jj} = i εijkJk, {xi, xj} = 0, {Ji, xj} = i εijkxk
с интегралом движения
K = (λ1J
2
1 + λ2J
2
2 + λ3J
2
3 )− λ1λ2λ3
(
x2
1
λ1
+
x2
2
λ2
+
x2
3
λ3
)
.
Зафиксируем значения функций Казимира для e(3)-скобок:
x21 + x
2
2 + x
2
3 = a
2, J1x1 + J2x2 + J3x3 = l.
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Используя преобразование
J1 =
1
2
p1(1−q21)+ 12p2(1−q
2
2)+
l
a q1, J2 =
i
2
p1(1+q
2
1)+
i
2
p2(1+q
2
2)−i la q1, J3 = p1q1+p2q2−
l
a ,
x1 = a
1− q1q2
q1 − q2 , x2 = ia
1 + q1q2
q1 − q2 , x3 = a
q1 + q2
q1 − q2 ,
выразим H и K через канонически сопряженные переменные p1, q1, p2, q2:
H = −1
2
(x− y)2p1p2 + la p2(x− y) +
a2
2
W (x, y)
(x− y)2 +
1
2
(λa2 + l
2
a2
)
K = 1
4
(R(x)p21+R(y)p
2
2+2 p1p2W (x, y))− l4ap1R
′(x)− l
2a
p2Wx(x, y)−a2
W¯ (x, y)
(x− y)2 +
l2R′′(x)
12a2
+ λl
2
3a2
,
где
R(x) = (λ1 − λ2)(x2 − 1)2 + 4(λ3 − λ2)x2,
W (x, y) = λ1(x
2 − 1)(y2 − 1)− λ2(x2 + 1)(y2 + 1) + 4λ3xy,
W¯ (x, y) = λ2λ3(x
2 − 1)(y2 − 1)− λ3λ1(x2 + 1)(y2 + 1) + 4λ1λ2xy + κ(x− y)2,
λ = λ1 + λ2 + λ3, κ = λ1λ2 + λ2λ3 + λ3λ1.
Определим «переменные Ковалевской» s1(q1, q2) и s2(q1, q2) как корни уравнения
(q1 − q2)2 s2 + W (q1, q2) s + W¯ (q1, q2) = 0.
Задавая t-динамику с помощью K, получаем уравнения движения (2.3), (2.4) для s1, s2, где
S(ξ) = 4(ξ − λ1)(ξ − λ2)(ξ − λ3).
Наша общая процедура разделения переменных из раздела 3 приводит к кривой (1.1), где
s6 = 0, l(ξ) =
l2
64
, 4 k(ξ) = a2ξ2 + (2e1 − a2λ)ξ − e2.
Отметим, что в случае волчка Клебша δ = i l
4a
. После замены arctanh на arctan в формуле (3.1)
действие становится вещественным. Восстановление вещественных исходных переменных Ji, xi
будет рассмотрено отдельно.
6. Гиростат Ковалевской
В этом разделе мы используем формулы из работы [18], которые описывают динамику ги-
ростата Ковалевской в переменных Ковалевской.
Гамильтонова структура для гиростата описывается e(3)-скобками Пуассона{
Mi ,Mj
}
= εijkMk ,
{
Mi , γj
}
= εijkγk ,
{
γi , γj
}
= 0,
где εijk — полностью кососимметрический тензор. Эти скобки обладают функциями Казимира
A =
3∑
k=1
γ2k, B =
3∑
k=1
γkMk. (6.1)
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Гамильтониан гиростата имеет вид:
H = 1
2
(M21 + M
2
2 + 2M
2
3 − 2λM3) + cγ1 , (6.2)
где c и λ — постоянные. Дополнительный интеграл движения, в отличие от волчков Шоттки-
Манакова и Клебша имеет имеет четвертую степень и задается формулой
K = ξ1ξ2 + 4λ
(
(M3 − λ)z1z2 − (z1 + z2)cγ3
)
, (6.3)
где
ξ1 = z
2
1 − 2c(γ1 + iγ2) , ξ2 = z22 − 2c(γ1 − iγ2)
и
z1 = M1 + iM2, z2 = M1 − iM2.
Положим
R(z1, z2) = z
2
1z
2
2 − 2h(z21 + z22)− 4cb(z1 + z2)− 4c2 a + k.
Здесь a, b, h и k — значения интегралов (6.1), (6.2) и (6.3). Переменные Ковалевской определя-
ются как
s1,2 =
R(z1, z2)±
√
R(z1, z1)R(z2, z2)
2(z1 − z2)2
.
Отметим, что для гиростата вещественные значения «физических» переменных соответствуют
вещественным s1, s2.
Оказывается [18], что уравнения движения имеют вид
h =
s1 − s2
2
(
s˙2
1
ϕ1
− s˙
2
2
ϕ2
)
− s1 + s2
2
, (6.4)
k
4
= (2h + s1 + s2)λ
2 − λ√−ϕ1ϕ2
(
s˙1
ϕ1
+
s˙2
ϕ2
)
+ (s1 − s2)
(
s2s˙
2
1
ϕ1
− s1s˙
2
2
ϕ2
)
− s1s2 + h2 . (6.5)
Здесь ϕi = S(si),
S(s) = 4s3 − 8h s2 + 4h2 s− k s + 4c2a s + 4c2 b.
Совпадение этих формул с (2.3),(2.4) объясняется, по-видимому, существованием связи между
гиростатом Ковалевской и волчком Клебша [18].
Подставляя выражения для скоростей (2.8)
s˙1 = −14
J
s1 − s2 (u + 1), s˙2 = −
1
4
J
s1 − s2 (v + 1)
в (6.4), (6.5), мы получаем в точности (2.5), где
k(x) = 4(x + h)2 + 4δ2(x− 2h)− k, λ = iδ.
Соответствующая кривая Φ(Y, ξ) = 0 имеет род 3. Дифференциалы ω1, ω2, ω4 образуют базис в
пространстве голоморфных дифференциалов.
Поскольку, в отличие от случаев Шоттки-Манакова и Клебша, коэффициенты многочле-
на S зависят от значений H и K, формула (3.1) не задает функции действия для гиростата Кова-
левской. Однако, формулы (3.10), (3.14) дают решение уравнении движения (6.4), (6.5). Отме-
тим, что явные θ-функциональные формулы для решения гиростата были получены в [9]. Было
бы интересно сравнить эти формулы с нашими.
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7. Случай S = −1
Решения совместной системы (1.3), (1.5) удовлетворяют уравнению (2.7), которое в случае
S(ξ) = −1 совпадает с уравнением Гиббонса-Царева [15]. В этом случае кривая (1.1) имеет вид
−4αδ2Y 4 + (4e1 + 4ξe2 + 4ξ2α)Y 2 + 1 = 0.
Она имеет род 1 и может быть параметризована с помощью функции Вейерштрасса следующим
образом:
Y = − 1
16α2
y
x− β3 , ξ = −
e2
2α
− y
16
δ
α2
(
1
x− β1 +
1
x− β2 −
1
x− β3
)
,
где x = ℘(z, g2, g3), y = ℘′(z, g2, g3),
y2 = 4(x− β1)(x− β2)(x− β3), β3 = 8α
2
3δ2
(4αe1 − e22), β1,2 = −12β3 ±
16α3
δ
√−α.
Мероморфные интегралы в формулах
dt =
3∑
n=1
ω1(ξn), dτ =
3∑
n=1
ω2(ξn)
могут быть найдены явно. Результат задается формулами
z1+z2+z3 = const, t =
1
2
√−α
3∑
i=1
log
(
xi − β2
β1 − xi
)
, τ = −e2α t−2α
3∑
i=1
yi
(xi − β1)(xi − β2)
,
где xi = ℘(zi, g2, g3), yi = ℘′(zi, g2, g3).
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